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MNII. Examen III

Ejercicio 1 (2 puntos). Contesta razonadamente a las siguientes preguntas:

1.

3.

Se pretende resolver la ecuacion

f(x) =0

., Qué debe cumplir la funcién f para que el método de Newton-Raphson tenga
convergencia al menos cubica? (0.5 puntos)

.Es el método de Newton-Raphson para resolver el sistema
F(x)=0

invariante frente a transformaciones lineales de F'? (1 punto)

Observacion. Que sea invariante frente a transformaciones lineales quiere decir
que la secuencia de aproximaciones {X,} es la misma si se aplica al sistema
F(X) = 0 o si se aplica al sistema AF(X) = 0, siendo A una matriz no
singular, partiendo del mismo vector inicial Xj.

JEl error en las férmulas de derivacién numérica disminuye si aumentamos el
nimero de nodos? (0.5 puntos)

Ejercicio 2 (4 puntos). El problema de triseccién de un dngulo consiste en hallar
las razones trigonométricas de a/3, conociendo las de a €]0, 7/2]

1.

(0.5 puntos) Llamando = = sen(a/3) y a = sen(«), demuestra que x es solucién
de la ecuacion
—423 +3r—a=0 (1)

. Construye una sucesién de Sturm de polinomios asociada a

p(z) = —42° + 37 —a

y deduce que p tiene exactamente 3 raices reales. (1 punto. Sucesién 0.5 puntos
y Raices 0.5 puntos)

. Demuestra que sen(a/3) es la tunica solucién de la ecuacién p(x) = 0, en el

intervalo ]0,a/2[ y que, tomando como valores iniciales xy = a/3 0 o = a/2,
el método de Newton-Raphson converge. (1 punto. Solucién en ]0,a/2[ 0.5
puntos y Condiciones NR 0.5 puntos)

. Para resolver (1) se propone el método iterativo

a

Tpy1 = 5
T3 —4a2

Estudia bajo qué condiciones el método converge a la solucion. ;Cudl de los
dos métodos converge mas rapidamente? (1 punto. Convergencia 0.5 puntos,
Comparacién 0.5 puntos)

Tomando a = 1/2, realiza una iteracién del método de Newton-Raphson par-
tiendo de x¢p = 1/6 para obtener una aproximacién de sen(w/18). (0.5 puntos)
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Ejercicio 3 (4 puntos). Dada la férmula de derivacién numérica de tipo interpola-
torio:

f/(O) = aOf(_l) + alf(l) + Oégf(Q) + a3f(a) + R(f)v a 7& _17 1a 2.

1. Sin realizar ningin célculo, ;puedes indicar el médximo grado de exactitud que
puede tener la formula? Justifica la respuesta. (0.5 puntos)

2. Determina los valores de oy, a1, an, a3 y a para que la férmula tenga el mayor
grado de exactitud posible. ;Cudl es ese grado de exactitud? (1.5 puntos.
Plantear el Sistema 0.5 puntos, Valores de «; 0.5 puntos y Valor de a 0.5
puntos)

3. Determina la expresion del error indicando las condiciones sobre derivabilidad
de la funcién f. (1 punto)

x2+1

4. Aplica el resultado para la funcién xe* ™. (1 punto)
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Ejercicio 1 (2 puntos). Contesta razonadamente a las siguientes preguntas:
1. Se pretende resolver la ecuacion
flz) =0

., Qué debe cumplir la funcién f para que el método de Newton-Raphson tenga
convergencia al menos ctibica? (0.5 puntos)

Consideramos z,,41 = g(z,) donde g(z) =z — % Entonces:

f'(@)? = f)f"(x) _ f)f"(z)

N BN (0%
n oy @ (@) + f@) @) f ()2 = 2 () f' () [ (2)?
7w ()
_ L@ () + f() f () " () = 2f () /" (2)?
f'(x)?
Si s es la solucién de f(x) = 0 que buscamos:
g'(s) =0
vy PP .
09 = FEEE0 = () =0 = f'(5) =0

Entonces, si f es de clase 3 en el intervalo en el que esta localizada la raiz s y
f"(s) =0, el método de NR tendra convergencia local al menos ctibica.

2. ;Es el método de Newton-Raphson para resolver el sistema
F(z)=0

invariante frente a transformaciones lineales de F'7 (1 punto)

Observacion. Que sea invariante frente a transformaciones lineales quiere decir
que la secuencia de aproximaciones {X,} es la misma si se aplica al sistema
F(X) = 0 o si se aplica al sistema AF(X) = 0, siendo A una matriz no
singular, partiendo del mismo vector inicial Xj.

Queremos resolver el sistema F(X) = 0. Consideramos como aproximacion
inicial Xy, y el método

Xp1 =X, — JF(X,)'F(X,), n>0

Si llamamos
G(X)=AF(X)=JG=A-JF (%)
= JG(X,) ' = (AJF(X,)) ' =JF(X,) - A"

La sucesién construida con G serd entonces:

Xo, Xpp =X, —JG(X,) " G(X,) =
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Xpi1 =X, —JF(X,) ' AV A F(X,)

Xpi1 = X, — JF(X,)™" - F(X,),

n>0

Como partimos del mismo X la sucesion es la misma.

fi(z) g_ﬁ (%l
(x) F(X)= |, JE=| :
oo oo g
ai A1n fi() an fi(w) + -+ a1n fu()
A-F(X) = | L= :
An1 Apn, fu(z) an1 f1() + -+ @nn fu(2)
0 0 0
a—j(auﬁ(ﬁﬁ) + ot ain fa(2)) = aﬂ&—%fl(l') + -+ Gma—%fn(iﬂ)
o [1(@)
= (i1 Qi) f
2 f(0)

donde el elemento ij es el de la matriz J(AF(X)).

Entonces:

alla%lfl(x) +-- 4+ a1naixlfn($) all%fl(@ +ot aln%f”@)

J(AF(X)) =

g J1(2) o+ Gungdfa@) e angh fi(@) o gl fal)
— A JF(X)

LEl error en las formulas de derivacién numérica disminuye si aumentamos el
nimero de nodos? (0.5 puntos)

No, puede ocurrir el fenémeno de Runge. Este suceso provoca que, al aumentar
el nimero de nodos en la interpolacion polinémica, las oscilaciones cerca de
los extremos aumenten, incrementandose también el error de la aproximacion.

Un ejemplo visto en teoria es el de la formula de Newton-Cotes. Por ejemplo:

dx

4
/41+952

Cuando el nimero de nodos va a infinito, el error no tiende a 0.

Ejercicio 2 (4 puntos). El problema de triseccién de un dngulo consiste en hallar
las razones trigonométricas de a/3, conociendo las de a €0, 7/2]
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1. (0.5 puntos) Llamando z = sen(«/3) y a = sen(«), demuestra que x es solucién
de la ecuacion

—A4x*+3r—a=0

Consideramos « €]0, 7/2[, x = sen (%) y a = sen a. Entonces:

i) <o (514 ) <o () o () () om ()

eost (5) = sen (5)] + o (5) [25em (5) s (5)]
- 2zsen ()] 4 200 (5) sen (5)

1- 2sen’ (5) +2 (1 —sen? (5))]

3= dsent (5)] = ssen () — s (5)

Por tanto, x = sen (¢/3) es solucién de la ecuacién —4z3 + 3z —a = 0.

= sen

Il
9
©)
=

— sen

I

0

@D

=
M N7 N7 NN
wWlow|owlow|

N— N N

2. Construye una sucesion de Sturm de polinomios asociada a
p(r) = —42° + 32 —a

y deduce que p tiene exactamente 3 raices reales. (1 punto. Sucesién 0.5 puntos
y Raices 0.5 puntos)

Ahora, sea p(x) = —42® 4+ 3z — a, con a €0, 1]
4 3 a 3
Q@ =mix{q —, — ¢ = —
474 4

77
= Todas las raices de p(x) estan en el intervalo [_1’ 4_1] C [-2,2]

Ahora, obtenemos la sucesién de Sturm asociada a p(x):
fo(r) = —42® + 31 —a

fi(z) = =122 + 3
folz) = —2x+a
f3(x) =3a®> =3 <0 porque a €0, 1]

z | fo(z) fi(x) fa(x) f3(x) | Cambios de signo
2+ - + - 3
2| - - - 0

Entonces, p(z) tiene 3 raices reales en [—2, 2].
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3. Demuestra que sen(a/3) es la tnica solucién de la ecuacién p(z) = 0, en el
intervalo ]0,a/2[ y que, tomando como valores iniciales xy = a/3 0 o = a/2,
el método de Newton-Raphson converge. (1 punto. Solucién en |0,a/2[ 0.5
puntos y Condiciones NR 0.5 puntos)

x ‘ folz) fi(z) falz) f3(x) ‘ Cambios de signo
0 — - - — 2
_l’_

a/2| +

Ahora, queremos ver si

Definiendo

vemos que f(0) =0y

f(x) = %cos (%) — %(a) <0 Vz€]0,a/2]

Por tanto, la desigualdad sen (%) < w es cierta.

Como tenemos una funcion continua estrictamente monoétona, que se anula,
solo puede anularse una vez, y, por tanto, hay exactamente una raiz en |0, a/2|.

, 1 1

pr)=-122"+3, p(z)=0 = =z =7 = x:iﬁ

Como a < 1, p/(x) no se anula en ]0,a/2].

Veamos las condiciones de convergencia del método de Newton-Raphson:
p(0)p(a/2) <0

P(z) #0 Vr€0,a/2]

p"(z) = =242 < 0 en ]|0,a/2[, no cambia de signo

a)
b)
c)
d)

e { V101, 102)
1f/(O)] [ (a/2)]
Entonces, por el teorema de convergencia global del método de NR, este con-

verge si tomamos cualquier zy €]0,a/2[. En particular, converge si tomamos
ro=a/3 0xy=a/2.

} — méx {| — a/3],a/6} = a/3 < a/2

4. Para resolver (1) se propone el método iterativo

a

Tptl — — &
T3 42
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Estudia bajo qué condiciones el método converge a la solucién. ;Cudl de los
dos métodos converge mas rapidamente? (1 punto. Convergencia 0.5 puntos,
Comparacion 0.5 puntos)

a
Tnp1 = g(zn), glz) = 3 _ g2
Sig(s) =s,
@ 3
s = m = —4s°+3s =a

Si hay convergencia, el método converge a la raiz.

Si s es la solucién de la ecuacién —4x® + 32z — a = 0, entonces:
3—4s* =

8as 8s3
/
_ - = 0
g'(s) @ a %
8 3
g(s)| = — <a® <1
a
8s3  8a3
O<s<a/2 —m — < —
(pues s<af P 23a)

Hay convergencia local pero el orden de convergencia es menor que NR.

5. Tomando a = 1/2, realiza una iteracién del método de Newton-Raphson par-
tiendo de xy = 1/6 para obtener una aproximacion de sen(7/18). (0.5 puntos)

1 1 T
a=3, a=smnle = a=g
o T
T = sen <§> = sen <1_8>
1
0= ¢
—4a3 + 3z, — 5
Tl = T T 002 13
21 = 0,173611

T
LY 0,173648)
(Sen ]_8

Ejercicio 3 (4 puntos). Dada la féormula de derivacién numérica de tipo interpola-
torio:

f0) =aof(=1) + an f(1) + a2 f(2) + asf(a) + R(f), a#—-1,12.
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1. Sin realizar ningtin célculo, ;jpuedes indicar el maximo grado de exactitud que
puede tener la formula? Justifica la respuesta. (0.5 puntos)

Es una férmula con 4 nodos (n = 3) y estamos aproximando una derivada
primera (k = 1), entonces segin el teorema visto en clase (limitacién de grado
de exactitud), el maximo orden de exactitud es

n+k=4.

2. Determina los valores de ag, a1, ao, a3 y a para que la férmula tenga el mayor
grado de exactitud posible. ;Cuél es ese grado de exactitud? (1.5 puntos. Plan-
tear el Sistema 0.5 puntos, Valores de a; 0.5 puntos y Valor de a 0.5 puntos)

Imponemos exactitud en 1,z, 22, 2% y después comprobamos si puede haber
4

exactitud en x°.
1l 20=ar+ a1 +as+ ag
x —)1=—C¥0+O£1+2&2+(1043,
22— 0=y + a1 + 4o + a’as,

22— 0= —ap + a1 + 8y + adas.

Resolviendo el sistema matricial paso a paso, se obtiene:

1 1 1 110 1 11 1 0
-1 1 2 a|l Fi=F+F 0 23 a+1]|1
1 1 4 a®|0 Fl=F3—F) 003 a2=1|0
-1 18 a®|0 Fi=Fi+F 029 a+1|0
111 1 0 111 1 0
N 023 a+1 |1 Fi=h—2F; | 0 2 3 a+1 1
F=p-m | 00 3 a>=1]0 00 3 a®—1 0
006 a—al-1 000 (a—2)a—1)|-1
a(a*—1)—-2a*—-1)=(a—2)(a*—1) (=da®>—2a*>—a+2)
1
az = —
T (a—2)(a? - 1)
1 (@ — 1) 1
ay =~ =
3\ (a—2)(a®—-1) 3(a—2)
041:1 L 3. 1 N (a+1) 1 (a—2)(a—1)—(a—1)+1
2 3(a—2) (a—2)(a®—-1) 2 (a—2)(a—1)

1 d—4at+4d  (a—2)
2 (a—2)(a—1) 2(a-—1)
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 a-2 L 1
T 90 —1) 3a—2) " (a—2)(a®—1)
—3(a®* —da+4)(a+1)—2(a®>—-1)+6 —3a’+7a>—4
6(a? —1)(a—2) 6(a®? —1)(a—2)
(3a + 42)
6(a+1)

Si ademds imponemos exactitud en x*:

(0 = ag + ag + 160 + a*ag
—3a3—|—7a2—4+ a® —4da +4 N 16(a® — 1) a’ 0
6(a2—1)(a—2) 2a—-2)(a—1) 3(@—2)(a®2-1) (a—2)(a2—1)
—3a®+Ta®> =4+ 3(a+1)(a®> —4da+4) +32(a®> = 1) — 6a* =0
[ —6a* +30a> —24=0 = a=-2a=2,a=-1,a=1
Como el enunciado nos decia que a # —1, 1,2, entonces se consigue exactitud
tsifa=—2]
Se resuelve mas sencillo si a esta ecuacion le restamos la primera del sistema
anterior y queda
1505 + (a* — 1)az =0
1 1
15—+ (a* — 1 =0
g+ -0 (ag)
5 211
T = P rl=5=d=d=—a==2
(@a—2) a—2
y nuevamente se llega a que a = —2 es el tnico valor que cumple con las

hipdtesis del enunciado.

Entonces, el maximo grado de exactitud es 4 y la formula queda:

3(-2)+2 _ -2

aoz—— _—

6-(-1) 3
42
M9 (03 " 3
1 1
T3 2
11
BT 12
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f1(0) = =3f(=1) + 3f(1) — 55£(2) + 13./(=2) + R(f)-

También se puede hacer con los polinomios de Lagrange:

ro=—121=1,20=2,23=0
to(x) = (x —1)(x —2)(z — a) _ (x —1)(x —2)(z — a)
0 (—1—=1)(-1—2)(-1—a) —6(a+1)
0y () = (x4 1) (z—2)(z —a) _ (x+1)(x—2)(z —a) _ (x+ 1) (z—2)(z —a)
! (1+1)(1—2)(1—a) —2(1—a) 2(a—1)
(@ D(r - —a) _ (@+1)(=—-1)(z—-a)
L) =157 )2 —a) 3(2 - a)

lo(x) = 6@t [(z =2)(z —a)+ (z = 1)(z —a) + (z — 1)(z — 2)]
%(O):_Gmlﬂ) 20+ a+2] = —6‘?213 ~
C(x) = 2(a1+ @2 =)+ @+ D) + @+ iz - 2)
(0) = gy 2a—a—2) = 2(‘1@__21) — o
() = 5= @~ D = a) + @+ D =) + [+ (o~ 1)
£0) = 3(21—a) la—a—1]= _3(21—(1) @
() = ! (2= D)z —2) + (x4 D)z —2) + (z+ 1)z — 1)

(a+1)(a—1)(a—2)

1 -1

ALl ey gy sy R e g g
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3. Determina la expresion del error indicando las condiciones sobre derivabilidad
de la funcién f. (1 punto)

E(x) = f[-2,-1,1,2,2) (z + (& — D)(z + 2)(z — 2).

(.

-~

(z2-1)(22-4)

R(f) = E'(0).

E'(z) = f[-2,-1,1,2,z,z](x + 1)(z — 1)(x + 2)(z — 2)

2a(x?—4)+2z(x%—1)

-~

Hf=2,-1,1,2,2] (= D@+ 2)(x —2) + (z+ D@ +2)(x —2) + (z+ 1)(z — 1))

E'(0) = 4f[-2,-1,1,2,0,0] :% @), €el-2,2].

Es necesario que f sea de clase 5 en [—2,2].

2241

4. Aplica el resultado para la funcién xze* ™. (1 punto)

Sea
flz) = 2™,

Entonces

F0)~ =2f(-1)+2f(1) — Sf(2) + L f(—2) = 2e* — 2’ ~ —39.649

mientras que el valor exacto es:

f'(0) = 2,71828 (error muy grande).
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